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La robodtica ha presentado avances considerables en las Ultimas décadas,
particularmente en la automatizacién de procesos industriales, médicos y
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la ejecucion de tareas. La implementacion computacional de este modelo en
Python facilita la validacion de resultados y la simulacién del movimiento del
manipulador. El objetivo de este articulo es desarrollar un modelo matemético
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demuestran la efectividad de este enfoque para mejorar el control y la precision
en la ejecucion de movimientos, confirmando su utilidad en aplicaciones
industriales. La comparacion entre los enfoques analitico y computacional valida

el modelo, proporcionando una base confiable para la optimizacion del robot.
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morales y patrimoniales de sus obras performance of these robots in industrial environments. This study

addresses the mathematical modeling of a three-link robotic arm with
one degree of freedom per joint, using the Denavit-Hartenberg (D-H)
method—an analytical tool for predicting its behavior and improving
accuracy in task execution. The computational implementation of this
model in Python helps result validation and manipulator motion
simulation. The aim of this article is to develop an accessible
mathematical model that allows students and researchers to understand
the kinematics of robotic arms and perfect their performance. The results
prove the effectiveness of this approach in improving control and
precision in movement execution, confirming its usefulness in industrial
applications. The comparison between analytical and computational
approaches confirms the model, providing a reliable basis for robot
optimization.
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1. INTRODUCION

La robética ha experimentado un crecimiento significativo en las Ultimas décadas,
desempefiando un papel fundamental en la automatizacion de procesos industriales, médicos y
educativos (Velasquez Correa & Luces, 2014). Dentro de este campo, los brazos roboticos son una
de las tecnologias maés utilizadas, ya que permiten realizar tareas con alta precision y eficiencia. Sin
embargo, su disefio, fabricacion y modelado matematico representan desafios técnicos y
econodmicos, lo que limita su accesibilidad en entornos educativos y de investigacion.(Graterol,
2024).

Un brazo robotico es un sistema mecanico automatizado disefiado para replicar los
movimientos de un brazo humano, compuesto por eslabones y articulaciones cuyo control preciso
es esencial para garantizar un desempefio 6ptimo en tareas industriales y de alta precision (Alvarado
& Gualteros, 2019). En este estudio, se aborda el modelado matemaético de un brazo robdtico de tres
eslabones y un grado de libertad por articulacion, con el fin de optimizar su desempefio y mejorar
la precision en sus movimientos. El disefio del manipulador se realiza mediante un software CAD y
se fabrica utilizando impresion 3D, lo que facilita la implementacion y pruebas. Este enfoque busca
asegurar que el brazo robotico pueda replicar movimientos con exactitud y eficiencia, caracteristicas

fundamentales para su uso en entornos industriales y automatizados (Castillo, 2022).

El estudio de este problema es relevante, ya que contribuye a una mejor comprension de los
principios cinematicos de los brazos roboticos, utilizando como base el modelado matematico a
través del método de Denavit-Hartenberg (D-H). Este enfoque ofrece una herramienta analitica
poderosa para predecir el comportamiento de los sistemas, mientras que la implementacién
computacional en Python permite validar y visualizar los resultados de manera eficiente (Caceres
Nufiez, 2023).

En los ultimos afios, diversos estudios han analizado el modelado y control de brazos
roboticos utilizando métodos analiticos y computacionales. Investigaciones previas como
“Modelado matematico de brazo robot con 3DoF usando Matlab” ha examinado el modelado
matematico de manipuladores roboticos antropomorfos con tres grados de libertad, empleando la
parametrizacion de Denavit-Hartenberg (D-H) para sintetizar la geometria del sistema. A través de
este método, se ha logrado calcular la cinematica directa y representar el movimiento del
manipulador en simulaciones, obteniendo datos analiticos mediante matrices simbdlicas (Velasquez
Correa & Luces, 2014).
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En el 2022 se empleo la parametrizacion de Denavit-Hartenberg para obtener la cinematica
directa y, posteriormente, se calculd la matriz jacobiana para determinar los angulos articulares
requeridos para replicar trayectorias especificas en el robot manipulador KUKA LBR 1WA 14
R820 (Ramirez-Lbopez & Martinez-Aragon, 2022).

Este articulo surge de la necesidad de desarrollar un modelo matemaético preciso que facilite
la comprension de la cinemaética directa de brazos robéticos, optimizando su desempefio en entornos
industriales y experimentales. La motivacion principal radica en la importancia de contar con
herramientas accesibles que permitan a estudiantes e investigadores aprender sobre robdtica y
mejorar la eficiencia de los manipuladores roboticos sin comprometer la precision o efectividad en
sus aplicaciones. Disponer de un modelo matemético claro y exacto es crucial para predecir y
controlar los movimientos del brazo robdtico, lo que a su vez facilita su implementacion en diversas

areas, desde la automatizacion industrial hasta la investigacion aplicada.

El objetivo de esta investigacion es desarrollar y analizar un modelo matemético que
describa con precision la cinematica directa de un brazo robético con 3DOF, fabricado en pléastico
mediante impresidn 3D. Para ello, se desarrollaran las ecuaciones de la cinematica directa con el fin
de determinar las trayectorias y posiciones del brazo dentro de su espacio de trabajo. Este analisis
se realizara tanto de forma analitica como computacional, lo que permitira validar la fiabilidad de

la solucion obtenida mediante el enfoque analitico.

Se propone disefiar y modelar el brazo robético impreso en 3D, describir su cinematica
mediante ecuaciones matematicas y validar su desempefio mediante simulaciones computacionales.
Para garantizar la precision del modelo, el proceso comenzara con un enfoque analitico, que incluira
el estudio de la cinematica directa, seguido de la implementacion en Python para comprobar los

resultados y su viabilidad en aplicaciones industriales y educativas.

El articulo estd organizado de la siguiente manera: en la seccién 2 se presentan los
fundamentos tedricos del modelado matematico de brazos roboticos; en la seccion 3 se describe la
metodologia utilizada para desarrollar el modelo y realizar las simulaciones; en la Seccion 4 se
exponen los resultados obtenidos y su anélisis; finalmente, en la Seccion 5 se presentan las

conclusiones y posibles trabajos futuros.
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2. CONTEXTUALIZACION

El disefio del brazo robotico permite movimientos rotativos alrededor de un eje principal,
proporcionando flexibilidad y precision en el objetivo trabajado. Cada movimiento esta gestionado
por un motor independiente, lo que garantiza un control exacto de la posicion y orientacion del
brazo. La velocidad otorgada por los motores es constante, lo que permite un desplazamiento
ajustado a las tareas que requieren agilidad o un movimiento lento y controlado para operaciones
que demandan alta precision. Este disefio maximiza el desempefio del brazo robético, haciéndolo
ideal para aplicaciones industriales y de investigacion que requieren una combinacion eficiente de

velocidad y exactitud (Suquilanda et al., 2024). Véase figura 1.

Fig. 1. Brazo robotico.

La modelacion cinematica, se inicia con la aplicacion de transformaciones homogéneas
(conceptos inherentes a un espacio vectorial de cuatro dimensiones), con el fin de describir de
manera precisa los cambios en la posicién y orientacion de los objetos manipulados (Sanz-

Fernandez, 2021), determinadas mediante los vectores siguientes. Ver figura 2.

Fig. 2. Posicion del punto P a partir de los ejes coordenados 0 y 1

De ddnde se puede determinar los vectores de posicion, de distancias y matriz de rotacion
entre dos referenciales (0 y 1).
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Px(i) d}(CO)
p® = |p® d©® = [qd RO1 € SO(3) (1)
A @

La posicién del punto P desde el plano O estara determinada por:

Lo que se puede representar en coordenadas homogéneas de la siguiente manera:

P(’-)
0 = B i = P(l)] eR* (3)
P(l) 1

A la ecuacion 2 se le puede entonces expresar como coordenada homogeénea de la siguiente

manera.
—(0) — d+Rp(1)>= R d (p(1)>
p ( 1 [0 11 \Uq @
5(0)

Y la matriz de trasformacion homogénea sera:

A=(0R ‘i)ESE (5)

Donde:
R es una matriz 3x3 que representa la rotacion.

d es un vector columna 3 x 1 que representa la traslacion.

Al observar la matriz (5), podemos determinar que las matrices de transformacién
homogénea, son matrices (4x4) que se utilizan para describir la relacién entre dos sistemas de
coordenadas en el espacio tridimensional (Reyes Cortez, 2012). Estas matrices combinan
transformaciones de rotacion y traslacion en una sola estructura matematica para describir la

posicién y orientacién de cada eslabon del brazo robético (Fetter, 2022).
Segun (Ramirez-Lopez & Martinez-Aragon, 2022) la cinematica directa permite determinar

la posicion y orientacion del efector final en el espacio tridimensional en funcion de los angulos de

las articulaciones. y del nimero de grados de libertad, considerando a ellos, como el numero de
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movimientos independientes que un sistema mecanico, como un robot, puede realizar (Duefias
Vargas & Loja Avila, 2024).

Se utilizan matrices de transformacién homogénea basadas en el formalismo de Denavit-
Hartenberg (D-H), una metodologia estandarizada para describir las relaciones espaciales entre los
eslabones de un robot (Arias & Fonseca, 2012) y llegar a determinar la siguiente matriz:

TiL = Ry(03) T2(di) Tx(ai) Rx(oi)
= Rz(6i) Txy,(ai,0,di) Rx(ai)

CHi —SHiCO(i SHiS(Xi aICHi
— S Hi CHiCoci —CBiSai aZSHi (6)
0 So Coy d;
0 0 0 1

Lamatriz Ti"* es una funcion de una sola variable de junta (tipicamente) y tres de los cuatro
pardmetros son constantes para un eslabén determinado. En el caso de una articulacion de revoluta

Bi es la variable, mientras que di es la variable para una junta prismética (Barrientos et al., 2012).

Dado que cada eslabén se conecta al siguiente mediante una articulacion, el formalismo D-
H permite definir la posicion relativa de los sistemas de coordenadas de eslabones adyacentes
utilizando cuatro parametros fundamentales que son: (Monroy Cruz et al., 2020).

d1: Desplazamiento a lo largo del eje Zi-1 (distancia entre las articulaciones a lo largo de Zi-
1y Zi).

a i: Rotacion alrededor del eje Zi-1 (4ngulo entre los ejes Xi-1y Xi)

ai: Longitud del eslabdn (distancia entre los ejes Xi-1y Xi)

0i: Rotacion alrededor del eje Xi (rotacion en angulo de los motores, variables)

La determinacion del modelo matematico de brazo robético en estudio a partir de las
matrices de transformacién homogénea es una ecuacion que relaciona los parametros articulares del
robot (D-H) con la posicién y orientacion del efector final en el espacio. Esto permite predecir donde

estara el efector final dadas las configuraciones articulares, qué viene dado por: (Lopez et al., 2006).

Toota = (T20) (T21)(T3%) = A1A2A3 (7)
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3. METODOLOGIA O MATERIALES Y METODOS

Este estudio se enmarca dentro de una investigacion aplicada y descriptiva, orientada al
desarrollo y analisis de un modelo matematico para la cinemaética directa de un brazo robdtico de
3DOF. La metodologia adoptada sigue un enfoque cuantitativo, basado en el analisis numérico y
computacional de las ecuaciones obtenidas. Para validar el modelo, se implementaron simulaciones
en Python que permiten visualizar la configuracion espacial del brazo en funcion de los angulos

articulares, proporcionando una representacion precisa de su comportamiento.

Tabla 1. Parametros de Denavit-Hartenberg

i i ai di 0i
1 x1 al d1l 01
2 x 2 a2 d2 62
3 3 a3 d3 63

Para validar el modelo matematico desarrollado, se implementa la cinematica directa en un
entorno de programacion utilizando Python. Se emplean bibliotecas especializadas como NumPy
para la manipulacién de matrices y SymPy para la resolucion simbolica de ecuaciones y

Matplotlib/Plotly para la visualizacion de resultados.

El proceso computacional sigue los siguientes pasos:

Definicion de parametros DH: Se almacenan los parametros de Denavit-Hartenberg en una
estructura de datos adecuada (listas o diccionarios).

Célculo de matrices de transformacion: Se programan las expresiones matematicas para
generar las matrices homogeéneas de transformacion entre los eslabones.

Obtencion de la posicion del efector final: Se multiplica la secuencia de matrices de
transformacion para obtener la posicion y orientacion del efector final con respecto a la base.

Visualizacion y verificacion: Se grafican las posiciones del brazo robdtico en diferentes
configuraciones articulares utilizando Matplotlib y Plotly, permitiendo analizar su comportamiento
en el espacio de trabajo.

Se comparan los resultados obtenidos mediante calculos numeéricos y graficos con el
analisis analitico, asegurando la coherencia del modelo.
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4. RESULTADOS Y DISCUCION
4.1.Solucion analitica Cineméatica Directa

En la figura 3 determinamos el nimero de eslabones del brazo robdtico que son 3, entonces

/ Eslabon 3

=3

Eslabdn 2

Eslabdn 1

Fig. 3. Identificacion del nimero de eslabones

~10025mm
[ %

60,25mm

Fig. 4. Ubicacion grafica de los ejes segtin la metodologia de Denavit-Hartenberg y distancias ai
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Tabla 2. Determinacion de los parametros de Denavit-Hartenberg para el brazo robético en estudio.

[ i ai di i
1 90° 0 60,25 i
2 0° 150 0 02
3 0° 100,25 0 03

Aclaracion 1. donde Se analiza tres motores 6 1, 0 2, 03, que se encuentran desfasados con los
planos cartesianos, el 01, esta en el plano 0, el 02 en el plano 1, y asi sucesivamente.

e Obtencion de las matrices Ai, segun ecuacion (6), siendo A=3

Co,
Al=| 5O

co,

A2=
Co;
SO
A3= |73
0
0
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—56,C90°

—56,C0

Cos 6,
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0
0

—S65C0

cos 65
Senf,

0
0

€6,C90

S6,5S90 0CH,
—(C6,590 056,
C90 60,25
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0 Sen6; 0
0 —-C6, 0
1 0 60,25
0 0 1
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Al aplicar la ecuacion (7) obtenemos la siguiente matriz, la misma que se desarroll6 en una
calculadora de matrices y que representa la transformacién homogénea del extremo del brazo

robético con respecto a la base.

—s(62)s(3)c(01) + c(01)c(2)c(63) —s(62)c(01)c(63) —s(63)c(01)c(2) SO,  —100.255(62)s(63)c(61) + 100.25c(81)c(62)c(03) + 150c(81)c(62)
—s(01)s(82)s(63) + s(01)c(62)c(83) —s(01)s(02)c(63) — s(1)s(3)c(62) —c(81) —100.255(81)s(62)s(03) + 100.255(81)c(62)c(03) + 150s(61)c(62)
$(02)c(63) + s(63)c(62) —5(62)s(033) + c(02)c(63) 0 100.25s(62)c(63) + 150s(62) + 100.255(63)c(62) + 60.251
0 0 0 1

De donde se puede determinar que:

e Orientacion del extremo del brazo

La submatriz 3x3 en la esquina superior izquierda define la orientacidn del extremo del robot
en funcion de los angulos 6,4, 6, 85. Cada fila representa la direccion de los ejes del sistema de

referencia del extremo en relacién con la base.

o Primera fila: Indica la direccion del eje X del extremo en términos de la base.
e Segunda fila: Representa la direccion del eje Y del extremo.

o Tercera fila: Muestra la direccion del eje Z del extremo.

o Posicion del extremo en el espacio
La ultima columna (Px,Py,Pz) nos da la posicion del extremo del brazo robético en

coordenadas cartesianas:

Px= —100.25s(82)s(83)c(61) + 100.25c(81)c(82)c(63) + 150c(61)c(62)
Py=—100.25s(01)s(62)s(83) + 100.25s(01)c(62)c(63) + 150s(61)c(62)
Pz=100.25s(62)c(63) + 150s(62) + 100.25s(63)c(62) + 60.251

4.2.Solucion computacional cinematica directa

Después de programar un algoritmo para el calculo computacional (Pyhton) se prob6 para
distintos angulos de 6, y se obtiene los siguientes resultados, que son, los mismos que se determinan

al remplazar analiticamente los &ngulos de prueba en la matriz resultante citada en este apéndice.

Valores de los dngulos 6, 6,, 65 Px Py Pz
6, = 30, 6, = 45,0;=60 69.39 40.06 263.15
6, = 90,0, = 30, 05=45 0.00 155.85 232.08

Tabla 3. Resultados obtenidos para varios valores de 6;, 65, 65

https://technologyrain.com.ar/
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Brazo Robético: 61=90° 62=30° 83=45° Brazo Robdtico: 61=30° 62=45° 63=60°

—— Eslabon 1 — Eslabon 1
—— Eslabén 2 — Eslabén 2
—— Eslabén 3 — Eslabén 3
e Extremo del brazo e Extremo del brazo

250
200
150
100

50

Fig. 5. Ubicacién grafica de la posicion del efector final para distintos tipos de 6, 6,, 63

Después de analizar los datos y resultados obtenidos podemos plantear el siguiente analisis

o discusion:
« El analisis de la cinematica directa del brazo robdtico de 3DOF muestra que la posicion y
orientacion del efector final dependen directamente de las funciones seno y coseno de los &ngulos
articulares 6,, 6, y 05. Esto implica que cualquier variacién en estos &ngulos genera un cambio en

la configuracion espacial del extremo del brazo, lo que confirma la naturaleza no lineal del sistema.

« Las ecuaciones obtenidas para Px,Py,Pz indica que el robot no solo tiene un movimiento
rotacional en la base, controlado por 01, sino que la posicion en X y Y también depende de como se

flexionan los eslabones controlados por 62 y 63.

5. CONCLUSIONES

La investigacion demuestra que el modelado matematico basado en la cinematica directa es
una herramienta fundamental para predecir con precision las trayectorias y posiciones de un brazo
robético con 3DOF dentro de su espacio de trabajo. La comparacién entre los enfoques analitico y
computacional confirma la validez del modelo, proporcionando una base confiable para el control
y optimizacion del desempefio del robot.

Se ha desarrollado un modelo matematico accesible que facilita la comprension de la
cinematica de los brazos robéticos. Este enfoque permite a estudiantes e investigadores analizar el
comportamiento del sistema de manera intuitiva, promoviendo un aprendizaje mas profundo sobre
el disefio y control de manipuladores robéticos.

Los resultados obtenidos demuestran que el modelo propuesto contribuye a mejorar el
control y la precision en la ejecucion de movimientos del brazo roboético. Al proporcionar una
descripcion detallada de la cinematica del sistema, se establecen bases sélidas para la optimizacion

del desempefio del robot en aplicaciones préacticas.
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La comparacion entre el enfoque analitico y el computacional valida la precision del modelo
matematico, confirmando su utilidad como herramienta de analisis y optimizacién. Esta validacion
refuerza la aplicabilidad del modelo en entornos educativos e industriales, asegurando su fiabilidad

para el desarrollo de estrategias de control mas eficientes.
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APENDICE

Algoritmo 1. Programacion para el célculo de Cinemética Directa del brazo robotico
aplicando la metodologia de Denavit-Hartenberg.

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

# Definicién de las funciones trigonométricas en radianes
def cos_deg(x):

return np.cos (np.radians (x))

def sin deg(x):

return np.sin(np.radians (x))

# Matriz de transformacién homogénea para el eslabdn i
def T matrix(alpha, a, d, theta):
# Crear la matriz usando la ecuacidén de Denavit-Hartenberg
T = np.array ([
[cos deg(theta), -sin deg(theta) * cos deg(alpha), sin deg(theta) *
sin deg(alpha), a * cos deg(theta)],
[sin_deg(theta), cos deg(theta) * cos deg(alpha), -cos deg(theta) *
sin deg(alpha), a * sin deg(theta)],
[0, sin deg(alpha), cos_deg(alpha), d],
[0, 0, 0, 11
1)

return T
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# Cinemédtica directa del brazo robdético con 3 grados de libertad
def cinematica directa(thetal, theta2, theta3):

# Definir los pardmetros DH para cada eslabdn

alphal, al, d1 = 90, 0, 60.25

alpha2, a2, d2 = 0, 150, O

alpha3, a3, d3 = 0, 100.25, O

# Obtener las matrices de transformacidén para cada eslabdn
Tl = T matrix(alphal, al, dl, thetal)
T2 = T matrix(alpha2, a2, d2, theta2)
T3 = T matrix(alpha3, a3, d3, theta3)

# Multiplicar las matrices de transformacién para obtener la posicién final

T final = np.dot(np.dot(T1, T2), T3)

# La posicidén final del extremo del brazo (Px, Py, Pz) es la ultima columna de

T final
Px = T final[0, 3]
Py = T final[l, 3]
Pz = T final[2, 3]

# Obtener las posiciones de las articulaciones

Pl = T1[0, 3], T1[1, 31, Tl([2, 3]

P2 = T1[0, 3] + T2(0, 3], T1[1, 3] + T2([(1, 31, T1l[2, 3] + T2[2, 3]
P3 = Px, Py, Pz

return P1, P2, P3, Px, Py, Pz

# Angulos de las articulaciones (en grados)

thetal = 30 # Angulo de la primera articulacién
theta2 = 45 # Angulo de la segunda articulacién
theta3 = 60 # Angulo de la tercera articulacién

# Obtener las posiciones del brazo

Pl, P2, P3, Px, Py, Pz = cinematica directa(thetal, theta2, theta3)

# Graficar el brazo robdtico y la posicidédn del efector final
fig = plt.figure()
ax = fig.add subplot (111, projection='3d")

# Graficar los eslabones del brazo

ax.plot ([0, P1[0O]], [0, P1[1]], [0, P1[2]], label="Eslabdén 1", color="blue")
ax.plot ([P1[0], P2[0]], [P1[11, P2[11], [P1[2], P2[2]], label="Eslabdén 2",
color="green")

ax.plot ([P2[0], P3[0]], [P2[1], P3[1]], [P2[2], P3[2]], label="Eslabdén 3", color="red")

# Graficar el extremo del brazo (efector final)

ax.scatter (Px, Py, Pz, color='red', label="Extremo del brazo")

# Etiquetas y titulo
ax.set xlabel ('X")
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ax.set ylabel('Y")
ax.set zlabel ('z")

ax.set title (f'Brazo Robdtico: 6l={thetal}® 62={theta2}°® 63={theta3}°')

# Mostrar la leyenda

ax.legend()

# Mostrar la gréafica

plt.show ()
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