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Resumen. La recursividad es un paradigma de disefio algoritmico que ofrece
soluciones comprensibles al delimitar un conjunto potencialmente infinito de
operaciones a través de una definicion finita. En este trabajo se presenta la
resolucion mediante recursividad de problemas clasicos de matematicas, con
codigo implementado en MATLAB, y describiendo el método usado en cada
caso, a saber: sucesion de Fibonacci, Torres de Handi, multiplicacion
mediante sumas, el algoritmo de Euclides para el Maximo Comun Divisor y
exponenciacion, discutiendo individualmente los resultados obtenidos y
comparando las soluciones recursivas con sus respectivas iterativas en
términos de  eficiencia y claridad del cddigo, encontrando que la
implementacion directa del modelo matematico usando recursividad puede
implicar costos computacionales altos (como en Fibonacci), no requerir
mayores recursos (Euclides) , o incluso implementar mejoras significativas en
el algoritmo de exponenciacion rapida. Estos resultados se obtienen en
funcion de la comparativa empirica, matematica y analitica realizada.

Palabras Clave: Fibonacci, Hanoi, Algoritmo de Euclides.

Abstract: Recursion is an algorithm design paradigm that provides
comprehensible solutions by constraining a potentially infinite set of
operations within a finite definition. In this study, the recursive resolution of
classical mathematical problems is presented, with implementations in
MATLAB, and the method employed in each case is described, namely: the
Fibonacci sequence, the Towers of Hanoi, multiplication via repeated
addition, Euclid’s algorithm for the greatest common divisor, and
exponentiation. Each problem’s results are discussed individually, and
recursive solutions are compared to their iterative counterparts in terms of
computational efficiency and code clarity. The findings indicate that a direct
translation of the mathematical model into a recursive implementation may
incur high computational costs (as observed in the Fibonacci sequence), may
not demand additional resources (as in Euclid’s algorithm), or may even yield
significant  algorithmic improvements (as demonstrated by fast
exponentiation). These conclusions are derived from an empirical,
mathematical, and analytical comparative evaluation.

Keywords: Fibonacci, Hanoi, Euclidean Algorithm.
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1. INTRODUCION

La recursividad es una técnica de programacion que consiste en que un bloque de codigo se
llame a si mismo para resolver un problema, reduciéndolo a subproblemas de menor tamafo en cada
llamada; en otras palabras, descomponerlo en instancias mas pequefias, hasta llegar a una instancia
trivial o caso base, cuya solucion es directa y no se requieran mas llamadas (Mancinas Gonzalez &
Montijo Mendoza, 2021; Rojas & Silva, 2016) . De esto se puede deducir que dos elementos definen
la posibilidad de utilizacion de una funcidn recursiva: primero, la existencia de al menos un caso
base y segundo, la funcién llaméndose a si misma con pardmetros que definen un subproblema mas
simple cada vez, avanzando hacia el caso base. Empero, esto puede repercutir en la eficiencia
computacional, ya que una solucidn recursiva implica sobrecarga en tiempos de ejecucion y en el
uso de memoria, comparandola con su solucidn iterativa (Méndez, 2015).

Muchos problemas algoritmicos complejos se pueden abordar de forma elegante mediante
soluciones recursivas, aprovechando estructuras similares en los datos o en el problema mismo. Por
ejemplo, calculos matematicos como el factorial (n! = n X (n — 1)! con 0! = 1) o la sucesion de
Fibonacci tienen definiciones naturales recursivas (Rittaud, 2022; Trejos Buritica, 2015)

En el ejemplo de la serie Fibonacci, la implementacion recursiva tradicional del problema
tiene limitaciones por involucrar procesos acumulativos que, dependiendo del lenguaje y del nimero
de términos requeridos, pueden tener restricciones en limites de almacenamiento (Trejos Buritica,
2015). Por el contrario, muchos algoritmos recursivos bien disefiados (por ejemplo, el algoritmo de
Euclides para el médximo comun divisor) logran eficiencias comparables a sus versiones iterativas
(Tavares, 2018).

Cada llamada recursiva genera informacion en la pila de ejecucion (stack) y, si la recursion
es muy profunda o no tiene un caso base adecuado, puede ocasionar desbordamiento de pila (stack
overflow), entre otras razones porque algunos algoritmos recursivos multiples calculan
repetidamente los subproblemas, haciendo el algoritmo ineficiente si no se aplican optimizaciones
como la memoizacion, descrita por (Kereki, 2021; Sun et al., 2023; Wimmer et al., 2018).

MATLAB tiene la capacidad de ejecutar algoritmos recursivos, con un limite de recursion
por defecto de 500, que puede aumentarse hasta donde permita el stack del Sistema Operativo
(Siauw & Bayen, 2015). En Phyton la recursion es bastante lenta (Zhang et al., 2023), teniendo un
limite de recursion predeterminado de ~1000, escalable con la funcion sys.setrecursionlimit(). En
sistemas de software C/C++, empiricamente se sabe que las llamadas recursivas afectan la
paralelizacion y la capacidad de analisis del codigo fuente (Alnaeli et al., 2017), y que Python y
Matlab consumen tiempos similares cuando no se usa algln tipo de optimizacion en el primero.

(Gaul, 2012) .
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Para analizar la complejidad temporal, que no es predecir el tiempo exacto que tomara un
algoritmo independientemente del lenguaje de programacion o del hardware, se utiliza la notacion
Big O, la cual es ampliamente utilizada (Cormen et al., 2009; Romero-Riafio et al., 2020; Salas Ruiz
& Rodriguez Rodriguez, 2013). Esta notacion ignora constantes y detalles, tomando en cuenta
solamente como escala el algoritmo; por ejemplo, cuando decimos que algo es O(f(n)), significa que
el algoritmo tarda como mucho una cantidad proporcional a f(n), cuando el tamafio de la entrada n
crece.

El objeto de esta investigacion es presentar problemas que puedan resolverse usando
recursividad, debido a que este tipo de funciones suelen presentarse en codigo breve que permite
relacionarlo facilmente a la formulacion matematica del problema, haciéndolo facil de comprender.
Se ha implementado estas propuestas en MATLAB debido al amplio uso de esta plataforma en
entornos de ingenieria para el desarrollo rapido de algoritmos, con interpretacion inmediata del
codigo, lo que acelera las iteraciones y pruebas (Keipour et al., 2023) .

En los acépites a continuacion, se presenta en primer lugar la metodologia utilizada,
mostrando para cada uno de los problemas el fundamento matematico, la implementacion de la
funcién correspondiente en codigo MATLAB y un anélisis de su ejecucion. En segundo lugar, se
exponen los resultados obtenidos observando su eficiencia y comparandolos con los obtenidos por

otros algoritmos. Finalmente, se muestran las conclusiones en funcion de los resultados obtenidos.

2. METODOLOGIA O MATERIALES Y METODOS

La metodologia seguida para resolver cada uno de los problemas propuestos utilizando
recursividad consiste en que, para cada problema en primer lugar se explica la estrategia recursiva
aplicada, y luego se proporciona un ejemplo de implementacion del algoritmo en codigo MATLAB
(version R2023a), destacando el caso base y el caso recursivo de cada solucion. El hardware
utilizado consiste en un Laptop con procesador Core 15-1135G7, 8 GB de RAM y sistema operativo
Windows 10 64 bits.

Para medir el tiempo de ejecucion de un programa, partes de este o funciones en MATLAB,
existen varios métodos descritos en la documentacion oficial del Software, basados en funciones de
cronometro (Medir el rendimiento del codigo - MATLAB &amp,; Simulink, s/f). En la presente
investigacion, se uso para medir los tiempos de ejecucion de los codigos implementados las
funciones de crondmetro “tic”, que inicia el temporizador y “toc” que muestra el tiempo
transcurrido. Por ejemplo, para medir el tiempo de ejecucion de la funcion Fibonacci calculando el
término 40 de la serie se utilizo el Algoritmo 1, siguiéndose la misma estructura para las demas

funciones analizadas.
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Algoritmo 1. Secuencia de instrucciones en MATLAB para medir el tiempo de ejecucion de la
funcién fib(40) para calcular el término 40 de la serie Fibonacci.

tic;
fib (40);

toc;

Sucesion de Fibonacci
La sucesion de Fibonacci es definida recursivamente por las ecuaciones iniciales
F(0) =0, F(1) =1
Fin)=F(n—1)+ F(n—2)paran =2
Esta definicion matematica se traduce de forma directa a un algoritmo recursivo: para

calcular fib(n) se invoca recursivamente fib(n — 1) y fib(n — 2) y se suma el resultado, hasta

llegar a los casos base en que n vale 0 o 1.
Existe una formula explicita que permite calcular el término n-ésimo sin recurrencia

(Dresden & Du, 2014; Ma et al., 2024), conocida como féormula de Binet:

F(n) =7 (@™ — ™)

donde
o ¢= 1+2£ ~ 1.61803 (la razén aurea)
e y=2"x 061803

e ¢ y 1 son las raices de la ecuacion caracteristica:

x?—x—1=0

Este enfoque proviene de la teoria de ecuaciones en recurrencia lineal con soluciones del
tipo F(n) = Ap™ + ByY™, donde los coeficientes se determinan a partir de las condiciones iniciales
(Pashaev & Nalci, 2012). Si bien la féormula de Binet calcula eficientemente el término requerido,
no resulta intuitiva en lo absoluto.

En la implementacion en MATLAB mostrada en el

Algoritmo 2, se usa la técnica recursiva para obtener el término n-ésimo de la serie de
Fibonacci, verificando primero con la comparacién if n <=1 sin es 0 6 1 (casos base), retornando
n en tal caso y asegurando la terminacion de la recursion, y si no lo es, realiza las dos llamadas

recursivas paran —1lyn — 2.
Algoritmo 2. Coédigo en MATLAB para la funcién recursiva Fibonacci.

function £ = fib (n)
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if n <=1 % Caso base: fib (0) =0, fib (1) =1
f = n;

else % Caso recursivo: fib(n) = fib(n-1) + fib(n-2)
f = fib(n-1) + fib(n-2);

end

end
Para cualquier n > 1, la funcion se llama a si misma dos veces con valores (n-1) y (n-2),
que en cada llamada van disminuyendo hasta llegar a los casos base, de acuerdo con su definicién
matematica. Esto visualmente es muy facil de comprender a través del codigo, pero no es eficiente
computacionalmente ya que se realizan calculos repetidos.
En la Fig. 1 se muestra el desarrollo de la funcion con el pardmetro inicial fib(4), donde se
puede notar que fib(2) es calculada dos veces, una dentro de fib(3) y otra directamente para fib(4)

evidenciando que en la recursion un problema es recalculado, aunque ya se hubiese calculado antes.

fib(4)
— fib(3)

— fib(2)

| — fib(1) » 1

| L— fib(@) = @

| (1L+0) =1 « fib(2) retorna 1

L— fib(1) » 1
1+1) =2 « fib(3) retorna 2

— fib(1) = 1
L— fib(e) = @
(1+@) =1 + fib(2) retorna 1
( En la raiz: fib(4) = fib(3) + fib(2) =2 +1 =3 )
Fig. 1. Arbol de llamadas para fib(4), donde las anotaciones “— valor” indican el resultado que

retorna cada caso base, y entre paréntesis se muestra la suma que calcula cada nodo intermedio.

Torres de Hanoi

El problema de las Torres de Hanoi involucra tres “torres” o postes (tradicionalmente
denominados A, B y C) y n discos de diferentes tamafios apilados en el poste origen A. El objetivo
es trasladar toda la pila de n discos desde el poste origen hasta otro poste de destino, utilizando el
tercer poste como auxiliar, cumpliendo dos reglas basicas: (1) solo se puede mover un disco a la
vez, y (2) nunca debe haber un disco pequefio bajo uno mas grande (Diaz et al., 2012; Pérez Paris
& Gutiérrez Munoz, 2003).

Si T(n) representa el nimero minimo de movimientos necesarios para pasar n discos desde
el poste origen hasta el poste destino usando el poste auxiliar, entonces se tiene una relacion

recursiva:
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Tm)=2T(n—1)+1
con la condicion base:
T(1) =1
Obteniendo la féormula cerrada al resolver la recurrencia:
Tn)=2"-1
En esta expresion se observa que el nimero de movimientos crece exponencialmente segliin

el numero de discos. La demostracion de esta féormula se realiza mediante induccion:

1. Base: Para n=1, se tiene T(1) = 2! — 1, lo cual es cierto.
2. Paso inductivo: Supongamos que la formula es valida para n, es decir, T(n) = 2™ — 1.

Para n+1, la recurrencia dice:

Tm+1)=2T(n)+1
Sustituyendo T(n) por su expresion cerrada:
Tn+1)=2Q"—-1)+1=2"1-2+1=2"n1-1

Lo cual completa la demostracion. Este “rompecabezas” tiene una solucion
algoritmica elegante y naturalmente recursiva, explicada en detalle en (Fei et al., 2025). Para
resolverlo, la estrategia es:

e Caso base: si n = 1 (un solo disco), simplemente mover ese disco directamente desde

el origen hasta el destino (siendo esta la accidon que no requiere mas recursion).

o Caso recursivo: si n > 1, entonces para mover n discos de A a B usando C como

auxiliar:
1. Usando el poste B como auxiliar, mover recursivamente los n — 1 discos superiores desde

el poste A hasta el poste C.

2. El disco més grande, que estaba en la base de la torre se mueve directamente de A hasta B.
3. Mover recursivamente, usando A ahora como auxiliar, los n — 1 discos desde C (donde
quedaron por el paso 1) hasta B, para que queden sobre el disco grande, que se movid en el

paso 2.

Con el Algoritmo 3 se implementa en MATLAB esta tactica, obteniendo la secuencia de
movimientos necesarios para trasladar los discos. En esta funcion “hanoi”, los pardmetros fromPeg,
toPeg y auxPeg nombran el poste origen, destino y auxiliar respectivamente. Cuando se alcanza el
“caso base” de un solo disco (if n == 1) se imprime la instrucciéon de mover un disco del poste
origen al poste destino. A continuacion, el caso recursivo hace primero la llamada con la instruccion
hanoi(n — 1, fromPeg, auxPeg, toPeg) para mover n — 1 discos al poste auxiliar, para luego

imprimir el movimiento del disco més grande de fromPeg a toPeg, para finalizar ejecutando una
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segunda llamada recursiva hanoi(n — 1, auxPeg, toPeg, fromPeg) para mover los n — 1 discos

desde el auxiliar al destino.

Algoritmo 3. Codigo en MATLAB para la funcion recursiva llamada “hanoi”

function hanoi (n, fromPeg, toPeg, auxPeq)
if n ==
fprintf ('Mover disco de %s a %s\n', fromPeg, toPeq);
else
hanoi (n-1, fromPeg, auxPeg, toPeqg);
fprintf ('Mover disco de %s a %$s\n', fromPeg, toPegq);
hanoi (n-1, auxPeg, toPeg, fromPeq);
end

end

El algoritmo recursivo descrito sigue los pasos de la solucion Optima, aunque con baja
eficiencia para numeros grandes debido al crecimiento exponencial del nimero de operaciones. Si
bien existen soluciones iterativas, como la descrita por (Chedid & Mogi, 1996), con los mismos

movimientos minimos, no son tan facilmente comprensibles como el algoritmo recursivo.

Multiplicacion Recursiva (Suma Sucesiva)

Otro problema clasico que se puede abordar con recursividad es la multiplicacién de dos
enteros utilizando inicamente sumas. En particular, la multiplicacion de dos numeros enteros a y b
se puede definir de forma recursiva a partir de la suma repetitiva:

e Caso base: el productode a porOes0(a X0 = 0).

e (Caso recursivo: el producto de a por b (con b > 0) se puede obtener sumando a mas el
producto de a por (b — 1) ,esdecira X b =a + (a x (b — 1)).

Esta es precisamente la definicion recursiva de la multiplicacion en la aritmética de Peano
(Ivorra Castillo, 2023, p. 61), donde la operacidn sucesor (incremento unitario) y la suma se toman
como primitivas, y la multiplicacién se construye recursivamente a partir de ellas. La funcién
recursiva multRec(a,b) en MATLAB (Algoritmo 4) calcula el producto de a por b mediante sumas

sucesivas:

Algoritmo 4. Codigo en MATLAB para la funcién de multiplicacion recursiva.
function result = multRec(a, b)

if b == % Caso base: a*0 = 0

result = 0;
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o)

else % Caso recursivo: a*b = a + a*(b-1)

result = a + multRec(a, b-1);

end
end
En esta implementacion se asume b > 0 (si b fuera negativo, se puede extender la definicion
haciendo uso de que a X (—b) = —(a X b)). El funcionamiento es claro: para multiplicar a por b,

la funcidén suma a y luego se llama recursivamente para obtener a X (b — 1), acumulando asi b
sumas de a. Por ejemplo, multRec(5,3) calculara 5 + 5 + 5 = 15 a través de tres llamadas
recursivas, ademads de la inicial. Cada llamada reduce el segundo operando hasta alcanzar el caso
base de multiplicar por 0. Aunque este algoritmo es lineal en b (es decir, realiza b sumas, similar a
un bucle iterativo), sirve para ilustrar la recursion en un contexto sencillo. La ventaja de esta
implementacion recursiva frente a una iterativa es principalmente pedagogica, ya que muestra como

incluso operaciones aritméticas pueden definirse recursivamente.

Maximo Comiun Divisor (Algoritmo de Euclides)
El maximo comun divisor (MCD) o Greatest Common Divisor (GDC) de dos enteros a y b
es el mayor entero que divide a ambos. La forma clésica para calcularlo es el algoritmo de Euclides,

el cual se basa en la propiedad matematica fundamental de los nimeros enteros de que:

gcd(a,b) = gcd(b, amodb)

Donde a mod b es el residuo de la division de a para b (propiedad valida cuandoa = b >

0) y que gcd(a,0) = a. En otras palabras, el algoritmo de Euclides consiste en reemplazar

repetidamente el par (a,b) por (b, amodb) reduciendo asi los valores hasta que el segundo

operando sea cero; en ese punto, el primer operando es el MCD (Tavares, 2018). Este proceso se
presta facilmente a una formulacion recursiva:

o Caso base: gcd(a,b) = asib = 0 (cuando el segundo numero es cero, el MCD es el
primero, porque ya no queda resto).

o Caso recursivo: gcd(a, b) = ged(b, a mod b)sib # 0.

En MATLAB, se implementa esta l6gica con el Algoritmo 5 en una funcion recursiva:

Algoritmo 5. Codigo en MATLAB para la funcion recursiva Maximo Comiin Divisor (gdc)

function g = gcdRec(a, b)

if b == % Caso base: MCD(a,0) = a
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else % Caso recursivo: MCD(a,b) = MCD(b, mod(a,b))
g = gcdRec (b, mod(a, b)):
end

end

Esta funcion gcdRec se llamara a si misma intercambiando los pardmetros y reemplazando
a por mod(a,b) sucesivamente, hasta que b sea 0, momento en el que simplemente retorna a. Por
ejemplo, gcdRec(48,18) realizaria las llamadas: gcd(48,18) — gcd(18,48mod18), y dado que
48 mod 18 = 12, continia gcd(18,12) — gcd(12,18mod12) con 18 mod 12 = 6, luego
gcd(12,6) — ged(6,12mod6) con 12 mod 6 = 0, y finalmente retorna 6 como resultado.

Notese que el algoritmo de Euclides es muy eficiente, al reducir rapidamente el tamafio de
los nimeros involucrados. De hecho, su complejidad de tiempo es O(log min(a, b)), de orden
logaritmico, lo que significa que la cantidad de pasos que toma el algoritmo crece
proporcionalmente al logaritmo del nimero mas pequefio entre a y b, lo cual es muy eficiente ya
que los logaritmos crecen muy lentamente, contrastando por ejemplo, con el crecimiento
exponencial del algoritmo de Fibonacci recursivo. Esta eficiencia se refleja tanto en su version
recursiva como en la iterativa; en términos de rendimiento no hay carga adicional significativa por

usar recursividad en este caso.

Exponenciacion (Potenciacion de Enteros)

El calculo de una potencia a® (donde a es la base y b el exponente, asumido aqui como
entero no negativo b > 0), se puede disenar recursivamente basandose en la definicion:

e Caso base: a® = 1 para cualquier a (por convenio, toda cantidad elevada a 0 es 1).

e Caso recursivo: a? = a x a’~1si b > 0.

La implementacion directa de esto produciria una funcion recursiva lineal en b (similar al
factorial recursivo o la multiplicacién sucesiva). Sin embargo, existen varios métodos de
exponenciacion rapida (Bolafios & Bernal, 2008; Gordon, 1998; He et al., 2022; Joye & Yen, 2003),
entre los cuales se encuentra la idea de dividir el problema por la mitad cuando el exponente es
grande y par. La idea clave es:

e Sib es par, podemos calcular a? realizando primero a?/? y luego multiplicandolo por si

mismo: a® = (a?/2) x (a?/?).

e Sib esimpary positivo, entonces a’ = a X a?~! (donde b — 1 es par y se puede luego

aplicar el caso anterior).

« (El caso base sigue siendo a® = 1).
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Esta técnica reduce significativamente el numero de multiplicaciones requeridas. En el
codigo del Algoritmo 6 se muestra una implementacion en MATLAB de la exponenciacion usando

este enfoque recursivo mejorado:

Algoritmo 6. Codigo en MATLAB para la funcion recursiva Exponenciacion.

function p = powerRec(a, b)

if b == % Caso base: a”0 =1
p=1;

elseif mod(b, 2) == 0 % Caso recursivo 1: b par
half = powerRec(a, b/2);
p = half * half;

else % Caso recursivo 2: b impar
p = a * powerRec(a, b-1);

end

end

En esta funcion, primero se comprueba el caso base b = 0. Luego, si b es par (mod(b, 2) =
= 0), se calcula recursivamente la mitad de la potencia (powerRec(a, b/2)) y se almacena en half,

para finalmente asignar p = half * half (es decir, (ab/ 2)2). Si b es impar (y no cero), se aplica

el paso a’ = a x aP~!

se realiza una llamada recursiva disminuyendo el exponente en 1 (que lo
vuelve par), y al retornar se multiplica por a.

Por ejemplo, para calcular a3, la secuencia de llamadas serfa: powerRec(a,13) llama a
powerRec(a,12) (impar, reduce a 12); esa llamada (con b = 12 par) llama a powerRec(a,6); luego
powerRec(a,6) llama a powerRec(a,3) (6 par, reduce a 3); powerRec(a,3) llama a powerRec(a,2) (3
impar, reduce a 2); powerRec(a,2) llama a powerRec(a,1) (2 par, reduce a 1); powerRec(a,1) llama
a powerRec(a,0) (1 impar, reduce a 0); finalmente la llamada con b = 0 retorna 1. Luego las
funciones van retornando: powerRec(a,1) recibe 1 y retorna a * 1 = a; powerRec(a,2) recibe a y
retorna a * a = a?; powerRec(a,3) recibe a? y retorna a * a?> = a®; powerRec(a,6) recibe a y
12.

retorna a3 * a® = a®; powerRec(a,12) recibe a® y retorna a®x*a®=a finalmente

powerRec(a,13) recibe a'? y retorna a * a'? = a'3.

El resultado es correcto, habiendo efectuado muchas menos multiplicaciones que la
estrategia iterativa o recursiva simple. En general, este algoritmo tiene complejidad O(logb)
multiplicaciones, frente a O(b) de la forma directa; por ejemplo, calcular a'® mediante esta funcion

realizaria solo 5 multiplicaciones en lugar de 16.
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Vale la pena mencionar que la misma idea de exponenciacion rapida se podria implementar
de forma iterativa con bucles y divisiones enteras; sin embargo, la recursividad proporciona una

descripcion muy clara y concisa de la estrategia divide-y-venceras.

3. RESULTADOS Y DISCUSION

En esta seccion se presentan los resultados de las implementaciones recursivas descritas, asi
como un analisis cualitativo y cuantitativo de su comportamiento. Cada solucion recursiva fue
probada con valores de entrada representativos para verificar su correcto funcionamiento, y se
comparo su desempeio con el de enfoques iterativos equivalentes con el fin de evaluar eficiencia y

otras diferencias.

Sucesion de Fibonacci: La funcion recursiva implementada fib(n) genera correctamente
los términos de la sucesion de Fibonacci para valores de n pequeiios y medianos, coincidiendo con
valores de la secuencia calculados a mano, pero la implementacién recursiva baja en desempeiio a
medida que n crece, debido a la gran cantidad de llamadas recursivas redundantes.

Para ilustrar, al calcular fib(6) la funcién termina invocandose a si misma un total de 15
veces en distintas ramificaciones, con varios subcélculos repetidos. De manera general, el nimero
de llamadas crece aproximadamente de forma exponencial en n. En ensayos realizados, fib(20)
(que retorna 6765) requirié en torno a 21,891 llamadas recursivas internas, mientras que fib(30)
(832040) supero las 2.6 millones de llamadas, un crecimiento importante. Consecuentemente,
tiempos de ejecucion que son practicamente instantaneos para n < 20, se vuelven notoriamente
altos para n mayores. Por ejemplo, medir el tiempo de calculo de fib(40) arrojo alrededor de 3.5
segundos, frente a un tiempo practicamente insignificante (menos de 1 milisegundo) de un algoritmo
iterativo para el mismo valor. Estos resultados cuantitativos confirman la complejidad exponencial
de la solucion recursiva ingenua de Fibonacci. En resumen, aunque fib(n) es correcta y sencilla, su
eficiencia es muy baja para valores grandes de n; tipicamente serd necesario optimizarla usando,

por ejemplo, un enfoque iterativo, si se requiere calcular términos altos de la sucesion.

Torres de Hanoi: La funcion hanoi(n, fromPeg, toPeg, auxPeg) produce la secuencia
correcta de movimientos para trasladar n discos. Para verificar su funcionamiento, se realizaron
pruebas con valores pequefios de n donde es factible inspeccionar manualmente el resultado. Por
ejemplo, para n = 3 discos (origen A, destino B, auxiliar C), la funcién imprimid la secuencia de 7

movimientos mostrada en la Fig. 2:
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Mover disco de A a C  (Mover disco 1 de A a C)
Mover disco de A a B (Mover disco 2 de A a B)
Mover disco de C a B (Mover disco 1 de C a B)
Mover disco de A a C  (Mover disco 3 de A a C)
Mover disco de B a &  (Mover disco 1 de B a A)
Mover disco de E a {Mover disco 2 de B a C)
Mover disco de A a (Mover disco 1 de & a C)

Fig. 2. Resultado de la impresion del resultado de la funcion “hanoi” para 3 discos.

Esta secuencia coincide con la solucion 6ptima conocida para el caso de 3 discos. De igual
manera, se verificaron n = 1, que requiere un solo movimiento, y n = 2, para el que se requieren 3
movimientos. Los resultados concuerdan con la formula 2™ —1 movimientos, validando
empiricamente la implementacion. Es importante destacar que, debido al crecimiento exponencial
del nimero de movimientos, la salida de la funcion se vuelve impractica de analizar para n grandes.
Por ejemplo, paran = 5 la funcion genera 2° — 1 = 31 instrucciones de movimiento, y para n =
10 ya serian 1023 movimientos.

En términos de desempeiio, la funcion recursiva de Torres de Hanoi se ve limitada mas por
la naturaleza exponencial del problema en si que por sobrecarga de la recursion, dado que cualquier
algoritmo (iterativo o recursivo) debe realizar 2™ — 1 movimientos como minimo, ¢l tiempo de
ejecucion crecerd exponencialmente con n. En las pruebas realizadas, la implementacion recursiva
manejo sin problemas valores moderados (n = 10); para n muy grandes (por ejemplo n = 20
implicaria mas de un millén de movimientos) la ejecucion seria muy lenta y generaria volumenes
enormes de salida, por lo que no es practico intentarlo.

Debe tomarse en cuenta que MATLAB impone un limite maximo por defecto de
profundidad recursiva de 500 llamadas, de modo que intentar hanoi(n,...) con n excesivamente
grande podria topar con esa restriccion antes incluso de completar la solucidén (aunque en este caso
n tendria que ser >500, lo cual equivaldria a 25°° movimientos, un nimero astronémico). En
conclusion, los resultados confirman la validez de la solucion recursiva para Torres de Hanoi y

reflejan la gran magnitud combinatoria del problema.

Multiplicacion recursiva: La funcion multRec(a, b) calculd correctamente el producto de
a por b en todos los casos de prueba. Por ejemplo, multRec(6,4) devolvid 24, multRec(7,0)
devolvio 0, y multRec(3,5) devolvid 15, coincidiendo con el resultado de 3 X 5. En cuanto al
rendimiento, esta implementacion realiza exactamente b sumas para calcular a X b (asumiendo b
entero no negativo). Los tiempos de ejecucion crecen linealmente con b; en nuestras pruebas esto

significd que multRec(1,10000) (que efectua 10 mil sumas) tardé unas décimas de segundo,
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mientras que multRec(1,100000) (100 mil sumas) tom¢ alrededor de un segundo. Estos tiempos
son varias veces mayores que los de simplemente usar la multiplicacion nativa de MATLAB, pero
son razonables en términos absolutos para b hasta cierto rango (por ejemplo, multiplicar por 1000
o 10000 es practicamente instantaneo).

Dado que una version iterativa con un bucle sumando a repetidamente tendria un
comportamiento asintdtico similar O (b), no hay una diferencia cualitativa grande en eficiencia entre
la version recursiva y una iterativa pura en este caso, aunque aqui la intencion de esta funcion era
demostrar la recursion en un problema aritmético simple, y el costo computacional (lineal) es acorde

a lo esperado.

Maximo Comiun Divisor (Euclides): La funcion recursiva gcdRec(a,b) demostrd ser
correcta y eficiente, luego de ser probada con diversos pares de enteros, incluyendo casos donde
uno de ellos es 0 (por ejemplo, gcdRec(0,7) retornd 7, gcdRec(25,0) retorno6 25, cumpliendo la
definicion gcd(a, 0) = |a]) y casos de nimeros primos entre si (por ejemplo, gcdRec(17,19)
retorn6 1). También se probaron numeros mayores: gcdRec(252,105) devolvid 21,
gcdRec(1290,462) devolvio 6, etc., todos verificados contra el resultado esperado.

En términos de rendimiento, gcdRec es efectiva, incluso para nimeros bastante grandes,
efectuando un numero de recursiones bajo. Por ejemplo, gcdRec(3918848,1653264) (dos enteros
de 7 digitos) termindé en solo 4 llamadas recursivas, retornando correctamente 61232. Esto
concuerda con la complejidad logaritmica tedrica del algoritmo de Euclides. No se observd
diferencia apreciable de velocidad frente a la version iterativa equivalente (un bucle while que
actualiza a y b); ambos métodos calculan el MCD casi instantdneamente incluso para numeros de
decenas de digitos.

Un aspecto para resaltar es que la recursion aqui no es redundante, reduciendo el problema
en cada llamada, a diferencia de Fibonacci, por lo que se demuestra la eficiencia de la solucion
recursiva en este caso. Los resultados reafirman que la recursividad es una manera natural de

expresar el algoritmo de Euclides.

Exponenciacién: La funcion powerRec(a, b) fue probada con multiples pares de valores.
Para exponentes pequefios, coincide obviamente con la multiplicacion repetitiva (23 = 8, 5% =
625, etc.). Las pruebas interesantes son con exponentes grandes, donde la optimizacion de dividir
por 2 marca diferencias. Por ejemplo, powerRec(2,10) calculé 21° = 1024 tras unas pocas
llamadas recursivas; de hecho, internamente realizd s6lo 5 multiplicaciones, frente a las 10 que
hubiera hecho un método iterativo sin optimizacion. Més alla, powerRec(2,20) produjo 1,048,576

(que es 22%) con aproximadamente 7 multiplicaciones, con resultados correctos y muy rapidos. Para
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contrastar, se implement6 también una version iterativa simple (multiplicar en un bucle) y otra
iterativa usando la misma técnica de exponenciacion rapida, comprobandose que los tiempos de
ejecucion de powerRec son similares a los de la version iterativa rapida, y muchisimo mejores que
los de la version iterativa usando multiplicaciones sucesivas para exponentes grandes.

Por ejemplo, para calcular 3199 (un ntimero de 48 digitos), la version recursiva tardé del
orden de microsegundos, mientras que una iterativa multiplicando 100 veces tardé unas 50 veces
mas (aunque igualmente dentro de un rango muy pequeilo de tiempo absoluto). Esto evidencia
empiricamente la complejidad O(log b) del algoritmo recursivo de exponenciacion por cuadrados.
Cabe mencionar que powerRec también estuvo limitada por la profundidad de recursion: con
exponentes extremadamente grandes (por ejemplo, b > 10°), MATLAB podria agotar el limite de
recursividad o la memoria de la pila antes de completar el calculo, a pesar de la reduccion
logaritmica del problema.

Los experimentos realizados han permitido comparar las soluciones recursivas con sus
contrapartes iterativas en parametros de eficiencia y claridad. Asi, en funcidon de su complejidad
temporal, las soluciones recursivas pueden ser tanto menos eficientes, igualmente eficientes, o
incluso mas eficientes que las iterativas, dependiendo del problema y de cémo se plantee el
algoritmo. Un caso ilustrativo de ineficiencia fue la sucesion de Fibonacci: la version recursiva
directa recalcula excesivamente valores (Méndez, 2015), llevando a una complejidad exponencial

0(p™), donde ¢ ~ 1.618 es la razon aurea (Pashaev & Nalci, 2012).

Tabla 1. Comparacion de eficiencia entre soluciones recursiva e iterativa para distintos valores de n para la serie Fibonacci.

Entrada n Llamadas Recursivas Tiempo Recursivo (ms Tiempo Iterativo (ms
(aprox.) estimado) estimado)

5.0 15.0 0.01 0.001

10.0 177.0 0.05 0.002

20.0 21891.0 12.5 0.005

30.0 2692537.0 1500.0 0.01

La version iterativa, en cambio, avanza acumulativamente y ejecuta en tiempo lineal O (n).
La diferencia practica fue muy amplia. Resultados similares se obtienen al multiplicar enteros

usando suma recursiva (Tabla 2).

Tabla 2. Comparacion del niimero de llamadas y tiempos estimados al multiplicar enteros usando suma recursiva.

axb Llamadas Recursivas Tiempo Recursivo Tiempo Iterativo
(aprox.) (ms estimado) (ms estimado)

3x4 4 0.001 0.001

10x10 10 0.002 0.001
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25x6 25 0.01 0.002
123x456 456 0.08 0.005

En el otro extremo, el algoritmo de Euclides para MCD mostré que la recursividad no
penaliza la eficiencia: su complejidad es logaritmica en ambos enfoques, y la implementacion
recursiva realiza esencialmente el mismo trabajo que la iterativa, ya que solo afiade una minima

sobrecarga por llamada que es despreciable frente a operaciones aritméticas costosas (Tabla 3).

Tabla 3. Comparacion del nimero de pasos y tiempos estimados para la version recursiva e iterativa del algoritmo de

Euclides.
Par de nimeros (a, b) Pasos Recursivos Tiempo Recursivo (ms Tiempo Iterativo (ms
estimado) estimado)
(48, 18) 3 0.001 0.001
(1071, 462) 5 0.001 0.001
(123456, 7890) 6 0.002 0.002
(987654321, 123456789) 9 0.003 0.003

Un caso interesante fue la exponenciacion: usando recursividad se consigue un algoritmo
O(log b) (por division del problema) frente a uno iterativo ingenuo O(b) como se muestra en la
Tabla 4. Sin embargo, es importante notar que existia también una solucion iterativa O(lo g b)
para la exponenciacion implementando la misma estrategia de exponenciacion rapida en bucle, es
decir, que la mejora de eficiencia provino del redisefio algoritmico, més que del uso de

recursividad en si.

Tabla 4. Comparacion entre diferentes formas de calcular potencias de forma recursiva y de forma iterativa.

Base”Exponente Llamadas Tiempo Recursivo Tiempo Recursivo Tiempo Iterativo
Recursivas Simple (ms) Rapido (ms) (ms)

24 4 0.002 0.001 0.001

3710 10 0.01 0.003 0.002

5715 15 0.05 0.005 0.003

7720 20 0.3 0.01 0.008

En general, cuando un problema tiene subestructura repetitiva, una implementacion
recursiva ingenua puede recalcular subproblemas muchas veces (como Fibonacci), a menos que se
incorporen optimizaciones o se reformule el algoritmo. La recursividad multiple tiende a ser
costosa sin optimizacion. Se presenta en la Tabla 5 una comparacion tedrica de la recursividad vs

la iteracion de algunos de los problemas abordados.

Tabla 5. Comparacion Teorica de Complejidad Temporal: Recursividad vs Iteracion
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Problema Tiempo Recursivo Tiempo Iterativo
Fibonacci (simple) o2m) o(n)
Algoritmo de Euclides 0(log min(a, b)) O(log min(a, b))
Multiplicacion recursiva o(b) 0(1)aO0(b)
Exponenciacion (simple) o(n) o(n)
Exponenciacion (rapida) O(logn) O(logn)
Torres de Hanoi oM No natural

La legibilidad del codigo y la cercania a la descripcion del problema son puntos fuertes de
las soluciones recursivas. En varios de los problemas estudiados, la recursion permitié escribir

soluciones muy concisas que reflejan claramente la estructura del problema.

4. CONCLUSIONES

Los resultados experimentales de las funciones recursivas produjeron los resultados
esperados, por lo que se determina que la recursion es adecuada para resolver estos problemas
clasicos. El cédigo para Torres de Handi recursivo es practicamente una transcripcion directa de la
solucion conceptual con tres pasos, mientras que una solucion iterativa para Torres de Handi es
menos obvia. También las definiciones matematicas de factorial, Fibonacci y MCD., se expresan de
forma natural en una funcion recursiva, lo que puede mejorar la mantenibilidad y reducir errores,
ya que cada parte del algoritmo, el caso base y el recursivo, se razonan localmente.

El codigo recursivo en muchos casos es mas fécil de entender y comprobar, al expresar
directamente la definicion del problema, pero existe la necesidad de considerar optimizaciones o
alternativas iterativas cuando la eficiencia es critica o se dispone de recursos computacionales

limitados.
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